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PRESENTACION

El analisis de datos cuantitativos es un campo complejo y en
expansion que requiere, como pocos, del trabajo interdisciplinario.
Matematicas, estadistica y computacién se conjugan asi al servicio
de otras disciplinas, poniendo a disposicién de los investigadores
un valioso repertorio de herramientas 1listas para el estudio
aplicado.

Hay, sin embargo, muchos obstaculos que se interponen entre
los métodos disponibles y sus posibles usuarios. El primero de
todos es lo que podriamos llamar la barrera de la especialidad.
Siempre se necesita de un conocimiento teérico minimo sobre cada
método pero escasean los textos adecuados para adquirirlo. La
teoria estadistica y matematica que fundamenta técnicas como el
analisis espectral, el analisis de correspondencia o los métodos
de Box y Jenkins, -para indicar sélo algunos ejemplos-, es lo
suficientemente compleja y dificil como para que sea casi
inaccesible a los que no son especialistas en la materia.

El segundo obstaculo es el dilema de la eleccidn. ¢Cual
método es el mas apropiado para el problema concreto que nos
interesa resolver? En muchos casos tenemos, al menos como punto
de partida, una pluralidad de opciones posibles, y es necesario
poder definir ciertos criterios precisos para efectuar una eleccidén

apropiada. El tercer y ultimo problema se refiere al dilema del
"software”. De todos los "paquetes" y programas disponibles, ¢cual

es el mas adecuado para nuestras necesidades e intereses de
investigacién? _

La serie de publicaciones que inauguramos con el texto de
William Castillo Elizondo, "Analisis espectral univariado", se
orienta precisamente a responder a estas inquietudes e intenta
salvar estos obstaculos. Aunque concebida dentro del programa de
investigaciones sobre "Cuantificacidn e historia
interdisciplinaria™, y en un marco que es el del uso de 1la
cuantificacion en las Ciencias Sociales, esta publicacidén, al igual
que las que vendran en un préximo futuro, también seran de utilidad
a todos los interesados en el analisis de datos cuantitativos sin
mas.

Héctor Pérez Brignoli

Coordinador del Programa: "Cuantificacién
e historia interdisciplinaria"

Centro de Investigaciones Histdricas






Este trabajo ha sido elaborado en el marco del
Programa "Cuantificacién e Historia Interdis-
ciplinaria" del Centro de Investigaciones Histé-
ricas de la Universidad de Costa Rica.

El interés central es contribuir a la difusién
del analisis espectral en tanto que método para
el estudio de series temporales, particularmente
en lo que concierne a los movimientos ciclicos.

Pese a la complicacién téorica de la materia
tratada y a las dificultades que involucra la
aplicacién del analisis espectral, se ha procu-
rado dar explicaciones sencillas e intuitivas
sobre 1los conceptos y problemas abordados,
recurriendo al ejemplo y a las ilustraciones
graficas. Todo ello con el fin de facilitar 1la
lectura.

Desde 1luego, lo hecho representa un primer
paso para el 1logro del objetivo planteado y
mucho queda por hacer en este campo. Por ejem-
plo, el disefio de una base de datos y la produc-
cion de materiales orientados especialmente al
analisis de series reales, es una tarea de gran
valor.

Finalmente, deseo agradecer 1los oportunos y
valiosos comentarios y sugerencias de los in-
vestigadores del Programa: Héctor Pérez B.,
Arodys Robles y Rolando Cuenca. Ldégicamente, la
responsabilidad por el contenido del trabajo, es
enteramente del autor.

El autor.
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1. INTRODUCCION

El desarrollo téorico del anadlisis espectral se fundamenta en
meétodos y conocimientos estadistico - matematicos que no siempre
estan al alcance de las personas e instituciones que eventualmente
podrian usarlo para el tratamiento de sus datos. Obviamente este
es un factor que entorpece la divulgacidn y aceptacién del analisis
espectral, como un método apropiado para el estudio de series
temporales.

En razoén de lo anterior y por la importancia del tema, nos
pareciod pertinente escribir un documento que sirva de consulta para
el mayor numero de usuarios del analisis espectral.

Con ese propdsito, hemos simplificado la exposicién, evitando
en lo posible, el formalismo matematico. Asimismo, enfatizamos mas
los aspectos metodoldgicos que la justificacién y explicacién
téorica del método.

De modo que, el principal interés se orienta al estudio, no
formal, de la estacionaridad y de los métodos de calculo y usos
del periodograma, y en forma breve, un procedimiento de estimacién
del espectro. Estos temas son las partes integrantes fundamentales
de un andlisis espectral univariado.

En la seccidén 2 se introducen los conceptos de serie temporal
y proceso estocastico.

La idea de proceso estocastico estacionario y serie temporal
estacionaria, se discute en la seccidn 3. Particular interés tienen
los procesos lineales estacionarios generados por un ruido blanco.
La seccidén 4 trata algunos métodos de estacionarizacidén de series
temporales.

El concepto de periodograma y su expresion compleja, se
desarrollan en la seccidén 5. Se precisa el procedimiento para
calcularlo y se ilustra su significado. Para ello usamos la serie
de bautizos mensuales de Cartago, correspondiente al periodo que
va de enero de 1800 a diciembre de 1814.

En la seccidn 6 se estudia un método de estimacién del espectro
y se aplica a la serie anterior.

La secciodn 7 trata sobre el "software" utilizado. _

Los anexos I y II contienen respectivamente, definiciones y
resultados basicos del analisis espectral.

En el anexo III se han organizado, en forma de tablas, las
series temporales usadas en el texto, asi como otras series
generadas a partir de ellas.
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2. SERIES TEMPORALES Y PROCESOS ESTOCASTICOS

2.1 Serie temporal

Una serie temporal es cualquier secuencia finita de mediciones
de una variable, realizadas a iguales intervalos de tiempo (horas,
dias, meses, etc.). Por ejemplo, el desempleo mensual en Costa Rica
durante el periodo 1970 - 1979, es una serie temporal que consta
de 120 mediciones ( u observaciones ), de la variable "desempleo
mensual en Costa Rica".

Algunas veces usaremos la palabra "serie" para referirnos a una
serie temporal. Una serie sera denotada por X4y +++ X%, O, abrevia-
damenta por (x;).

Por lo general los problemas o fendmenos a investigar, son
influenciados por factores desconocidos o por variables no
observadas. Asi por ejemplo, el desempleo sera afectado por el
grado de desarrollo de las organizaciones sindicales, las politicas
econdmicas del gobierno, el nivel de educacién, etc.

Todos los factores que inciden en el fendmeno y de los cuales
no se tiene informacidén suficiente o son -del todo desconocidos,
determinan el caracter aleatorio del mismo. De aqui deriva la
necesidad de considerar cada término de la serie como el resultado
de la accioén de miltiples factores, algunos de ellos no deter-
minados; y por tanto, como el valor asumido por una variable
aleatoria, con una ley de probabilidad asociada. Este enfoque del
problema conduce al tratamiento estadistico de las series tem=
porales, concebidas como el resultado de la observacién de un
proceso estocastico, durante un periodo de tiempo.

2.2 Proceso estocastico

Con el fin de facilitar la comprensién de este concepto, se
presentan dos ejemplos: Lineas de espera y el proceso de pruebas
independientes. Luego se resume la idea de proceso estocastico,
senalando sus elementos mas importantes.

2.2.1 Lineas de espera

Las lineas de espera (filas o colas), constituyen un fendmeno
cotidiano que se presenta de muy diversas formas: llamadas
telefdnicas originadas en una localidad, accidentes de transito en
una interseccidén, clientes ingresando a una tienda, llegadas de
barcos a un muelle, etc. En sintesis, una linea de espera es un
sistema constituido por uno o varios canales de servicio como
ventanillas, muelles, circuitos telefénicos, etc., y por la llegada
de unidades conforme a ciertos intervalos de tiempo, al centro de
servicio (lugar donde estan los canales de servicio).

Si definimos X, = numero de unidades que llegan al centro de
servicio durante el intervalo de tiempo [ 0 , t ], entonces tenemos
un primer ejemplo de proceso estocastico formado por la secuencia
de variables aleatorias (X,} cuyo indice continuo t varia en el
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intervalo [ 0 , +» [. La ley de probabilidad asociada a cada X, es
particular a cada caso, pero es usual hacer hipoétesis simplificado-
ras ( adecuadas para muchas situaciones reales ), de acuerdo con
las cuales es po sible deducir formalmente que X, sigue la ley de
Poisson. De acuerdo con esta ley la probabilidad de que lleguen n
unidades al centro de servicio desde el instante 0 hasta el
instante t, es

P (t ) = (1t)""™ + n! donde n = 0,1,2,...

En esta férmula, 7 es la tasa media de llegadas, la cual se estima
a partir de una muestra previa. Por otra parte, n! se lee " ene
factorial " y se define por n! = 12 « « - n. Este proceso se llama
proceso de Poisson .

2.2.2 Proceso de pruebaé independientes

Supongamos que es posible repetir un experimento cualquier
numero de veces, en las mismas condiciones. Para mayor simplifica-
cién supongamos ademas que el experimento sélo tiene dos resultados
posibles : E = éxito y F = fracaso.

Sea P(E) = p y P(F) = q las probabilidades de éxito y fracaso
respectivamente, tales que p + q = 1. Si definimos X, = numero de
éxitos obtenidos tras n repeticiones del experimento, entonces X,
es una variable aleatoria cuya ley de probabilidad f se define
como:

f(x) = P(X, = x) = [(n!) + x!(n-x)!]pp"".

El valor f(x) expresa la probabilidad de alcanzar x éxitos
después de n ensayos. De esta manera queda definido un proceso
estocastico (X} cuya ley de probabilidad f, se conoce con el
nombre de ley binomial. El1 numero n es el indice del proceso e
indica el numero de veces que se repitio el experimento. Este
proceso es de indice discreto.

En los ejemplos anteriores hemos visto que la idea de proceso
estocastico surge ante la necesidad de analizar los cambios de
estado de un fendmeno o sistema. La evolucién del fendmeno se
supone gobernada por ciertas relaciones de naturaleza probabilisti-
ca especificadas en cada caso particular. De modo que la definicidn
de un proceso estocastico consiste en precisar una secuencia de
variables aleatorias cuantificadoras de los cambios de estado, asi
como la indicacidén de una ley de probabilidad asociada a estas
variables.

Generalmente usamos la palabra "proceso" para referirnos a un
proceso estocastico. Un proceso sera denotado por (X,}, donde por
lo general se asumira que el subindice "t" varia en el conjunto de
los numeros enteros.

Una serie temporal, recordésmolo, es considerada como una
secuencia de valores probables, x,, ... ,X, asumidos por las
variables aleatorias X,, ... ,X del proceso (X,}. Mas aun, la serie
ocurre con una probabilidad dada por la distribucidén conjunta de
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las variables X,, ... ,X . En ese sentido, usaremos expresiones como
4"el proceso asociado a la serie" o "la serie generada por el
proceso".



3. ESTACIONARIDAD

En el plano téorico, la hipdtesis basica del analisis espectral
reside en el hecho de que el proceso estocastico sea estacionario.
Por eso, y por las implicaciones que dicha hipétesis tiene a nivel
del analisis de series temporales, se aborda en esta seccidn el
estudio de la estacionaridad en relacién con 1los procesos es-
tocasticos y las series temporales. Primero se introduce en 3.1 la
idea de proceso estacionario en su versidn mas simple: los procesos
puramente aleatorios. Luego se amplia a procesos estocasticos mas
generales (ver 3.2). ;

Finalmente, en 3.3 y 3.4 se plantean algunas cuestiones en
relacioén con las series estacionarias.

En esta secciodn y en el resto del texto, se hace referencia a
conceptos como esperanza matematica, varianza, covarianza, etc.
Siempre se supone que tales valores existen. Las definiciones se
pueden consultar en el anexo I

3.1 Procesos puramente aleatorios

Los procesos puramente aleatorios, pese a su extrema simplici-
dad, constituyen la pieza principal sobre la cual se edifica la
teoria de modelos de series temporales y la teoria del analisis
espectral. Constituyen el ejemplo mas simplificado de proceso
estacionario.

Un proceso estocastico {e,} es un proceso puramente aleatorio
si satisface las siguientes propiedades:

a. Todos 1los términos e, del proceso tienen igual esperanza
matematica. Su valor comun es la media del proceso y se denota con
la letra u. Este, siempre se supondra que vale cero.

b. Todas las va;iables aleatorias e, tienen igual varianza. Esta,
se denota con ¢°, y es la varianza del proceso.

c. Dos variables aleatorias cualesquielesra son no correlacionadas.

A los procesos puramente aleatorios también se les conoce con
el nombre de ruido blanco. La razén es que estos procesos, debido
a sus propiedades especiales, se los puede concebir como la "suma"
lesde una infinitud de componentes sinusoidales ( ciclicos ), todos
ellos aportando por igual a la varianza del proceso. En ese sentido
se dice que todas las frecuencias (una por cada componente cicli-
co), son igualmente importantes. La luz blanca tiene la propiedad
analoga, toda vez que en ella los colores aparecen en igual
canlestidad (todas las frecuencias son igualmente importantes). De
esta analogia se deriva el nombre de ruido blanco con el que
también se designa a los procesos puramente aleatorios.

Un proceso puramente aleatorio, como su nombre lo indica, tiene
un comportamiente completamente erratico, no obedece a ninguin
patronles regular de variacién. Para distinguir mejor sus propieda-
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des se puede usar el recurso de la simulacion. Luego de 1la
definicién de procesos estacionarios, se explicara como se realizan
las simulaciones de procesos lineales, y en la seccién 7 sobre
software se presenta un programa RATS para hacer los calculos.

S SSSMSSSSMSSSSMSS SRR S AL AL SA USSR

] 20 40 60 80 100 120 140

GRAFICO 1. Serie de 150 puntos generados por un proceso del
tipo ruido blanco, normal con varianza igual a 2

E1l GRAFICO 1, corresponde a una simulacidén de 150 puntos, de un
ruido blanco normal N(0,2). Es decir, a cada variable aleatoria e,
se le asigna una ley de probabilidad normal con media igual a cero
y varianza igual a 2. Notemos la coherencia de las propiedades del
ruido blanco con las caracteristicas observadas en el grafico. En
efecto, la forma del grafico estd determinada por variaciones muy
irregulares alrededor de una linea horizontal que pasa por cero.
Lo cual se asocia con la hipdétesis de no correlacién de las
variables y media igual a cero. Por otra parte, como los valores
fueron generados con una distribucidén normal N(0,2), las ordenadas
en el GRAFICO 1 varian en un 95%, entre -2/2 y 2/2. Es decir, el
95% de los puntos se encuentran en una franja horizontal centrada
en cero, cuyo ancho aproximado es 4/2.



3.2 Procesos estocasticos estacionarios

Luego de haber estudiado el concepto de estacionaridad en su
forma mas simplificada ( el ruido blanco ), conviene resumir
intuitivamente este concepto y luego dar una definicién de proceso
estacionario. Como vimos en el caso del ruido blanco, la es-
tacionaridad expresa una especie de equilibrio temporal del
proceso. Este, varia siempre cerca de un nivel promedio constante.
Las fluctuaciones aleatorias alrededor de ese nivel, obedecen a una
ley de densidad conjunta invariable en el tiempo, en un sentido que
se precisa en el Anexo I, definiciones 10 y 11.

Un proceso estocastico (X,} es estacionario' si verifica las
siguientes propiedades:

a. Todas las variables X, tienen igual esperanza matematica. Su
valor comiun es la media del proceso y se denota por u.

b. Todas las variables X, tienen igualzvarianza. Este valor es la
varianza del proceso y se denota por o°.

c. La covarianza entre dos variables cualesquiera X, y X, soélo
depende de la "separacidén" entre ellas. Es decir, de h.

Notemos que la diferencia de esta definicién con la de ruido
blanco reside en la propiedad c. En efecto, la estructura de
covarianzas en un proceso estacionario es mas general que en el
caso del ruido blanco.

RevisSemos brevemente algunos procesos estacionarios muy usados
en teoria de modelos lineales de series temporales, 1llamados
modelos de Box - Jenkins.

3.2.1 Procesos autorregresivos

Un proceso (X,} es un proceso autorregresivo de orden p con

coeficientes a,, ... ag, si

(1) X, = Z aX,, t e

donde a, # 0 y {e,}) es un ruido blanco. Supongamos por ejemplo que
X, representa la producc1on anual de un producto. Segun la ecuacidn
(1), la producc1on actual sera una suma ponderada de la produccidn
de los "p" anos anteriores, salvo por un término de "error" tipo

' En el Anexo 1 se indica que el concepto de proceso estacio-

nario ( def. 11. ), se deduce de la definicidén de proceso estricta-
mente estacionario (def. 10. ). En ese sentido se acostumbra usar
en lugar del adjetivo estacionario, otros nombres como, débilmente
estacionario, estacionario de segundo orden, estacionario en
sentido amplio, y de covarianza estacionaria.
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ruido blanco. De una manera general, la ecuacién (1), expresa que
cada variable X, depende linealmente de las p variables anteriores,
Xeqr oo ,Xt?, mas un término de "error", ruido blanco, asociado al
instante "t'.

Bajo ciertas condiciones sobre los a,, un proceso autorregresivo
es estacionario. En efecto, a cada proceso definido por (1) se le
asocia una ecuacidén polinomial de la forma

P _ p-1 - - =
z a,z o a2 a, 0.

Si toda solucidén "s" de esta ecuacién es tal que |s| < 1,
entonces el proceso es estacionario. Por tanto es posible simular
procesos autorregresivos estacionarios, escogiendo un valor de "p"
pequerio y valores apropiados de a,, ... ,a

p

f

I A{\.M i
V

B e A N e ———

lu] 20 40 60 80 100 120 140

GRAFICO 2. Serie estacionaria de 150 puntos, generada con la
ecuacién x, = 0.6x,, + e, donde (e} es un ruido
blanco normal con varianza igual a 2.

Ejemplo
E1l GRAFICO 2, consta de 150 puntos, generados con la ecuaciodn

X, = O.6-xt_1 + e

t t
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donde {e,} es un ruido blanco normal N(0,4). La ecuacidén polino
mial asoc1ada al proceso es: z2 - 0.6 = 0. Su solucién s = 0.6 es
menor que 1l. Luego el proceso autorregresivo es estacionario.

Un ruido blanco normal N(O, 02), se puede simular indicando un
valor de 0¢°, y definiendo a = .. = = 0 para algun p. Por
ejemplo, p = 1 (ver seccién 7, programa E)

3.2.2 Procesos de medias mdviles

Un proceso estocastico {X,} es un proceso de medias méviles de

orden q con coeficientes b e bq, si
q
X, = Z be , + e
k=1

donde {e,} es un ruido blanco y bq # 0.

Estos procesos son siempre estacionarios. Igual que los procesos
autorregresivos, se pueden simular indicando el valor de q, by, ...
bq, la media y la varianza del ruido blanco. .

3.2.3 Procesos autorregresivos de medias méviles

Una generalizacién natural de los procesos anteriores son los
procesos autorregresivos de medias moéviles de orden (p,q). Estos
procesos se definen por la ecuacién

donde los a,, b;, p, g son conocidos; a_ # 0 # b y {e,} es un ruido
blanco. La condicion de estacionaridad es la misma que para los
procesos autorregresivos.

3.2.4 Procesos lineales generados por un ruido blanco

Una clase de procesos muy importantes en la teoria de series
temporales, son los procesos lineales generados por un ruido
blanco. Un proceso de esta clase se define por

X =e, + «a,e

t t 1€t + oo + e

tk T oeen
donde {e,} es un ruido blanco. La definicién de este proceso se
entiende en el sentido de que cada variable X, es un limite en la
media cuadratica, es decir:

E[|X, - [2] ==> 0 si n --> o.

I Ms
R

J
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Si los a; verifican la condicién
(ley]l + oo + ]a,]) ==> L sin-->w

con L un numero real, entonces el proceso (X,} es estacionario.

Es claro que estos procesos generalizan la idea de proceso de
medias méviles (3.2.2). Por otra parte, se sabe que todo proceso
autorregresivo estacionario se puede expresar CoOmoO un proceso
lineal generado por un ruido blanco. Por tanto, si los procesos
definidos anteriormente ( 3.2.1, 3.2.2 y 3.2.3 ), son estaciona-
rios, todos pueden ser considerados como procesos lineales
generados por un ruido blanco.

3.3 Series estacionarias

Como vimos, una serie es la observacién de un proceso es-
tocastico, durante un periodo determinado. Si este proceso es
estacionario, entonces diremos que la serie es estacionaria.

Ejemplos de series estacionarias generadas por simulacidén, son
el GRAFICO 1 y el GRAFICO 2. En estos dos casos la estacionaridad
deriva del hecho de que el proceso estocastico asociado es
estacionario.

Sin embargo, esta definicidén de serie estacionaria no es
operacional, puesto que, en las aplicaciones lo que conocemos es
la serie y no el proceso. Entonces, ¢cémo y por cudles medios
obtener informacién sobre la estacionaridad de la serie? Esta
pregunta nos conduce directamente a uno de los temas mas importan-
tes en relacidén con el problema: definir un mecanismo apropiado
para estimar los parametros que intervienen en la definicidén de
proceso estacionario. En todo caso, cuando se trata con datos
reales,la estacionaridad sera alcanzada solamente como una
aproximacién. Esto no debe sorprender, ya que los modelos cuando
son confrontados con la realidad por medio de los datos, producen
descripciones solamente aproximativas del problema estudiado.

3.4 Estimadores

Concretamente hay que definir tres funciones 1llamadas es-
timadores de la media, la varianza y las autocorrelaciones del
proceso. El valor de esos estimadores en la muestra (la serie),
son los valores estimados de los parametros. Bajo hipdtesis
apropiadas sobre el proceso, y para una serie "suficientemente"
larga, los valores estimados son aproximadamente iguales a los
parametros.

Consideremos una serie temporal X,, ... ,xnzgenerada por el
proceso (X,), el cual tiene media p y varianza o¢°. Se definen los
siguientes estimadores:

1. Un estimador de u es

e, (1/n) T X,

t=1
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La media @ de la serie, es el resultado de evaluar K, en x,,

cos X0
n
4 = (1/n) = x,
i=1
2. Un estimador de o¢° es
n
2 2
§°(n) = (1/n) T (X, = u,)
t=1
Similarmente, la varianza S° de la serie, se obtiene como re
sultado de evaluar Sz(n) en X,, ... X
5 n
s® = (1/n) T (x, - 0)2
i=1
3. Un estimador de la correlacién entre dos variables X,y
Xesp €S
) n-h
cor(h) = [1 + nS"(n)] Z (X, = K,) (X = K,)
t=1
Evaluando cor(h) en la serie x,, ... ,X, se obtiene la h-ésima
autocorrelaciodn:
n-h
Aut(h) = (1 + nS®) T (%, - Q) (X, - Q)
t=1
El autocorrelograma de la serie es el grafico de las autoco-
rrelaciones Aut(1l), ... ,Aut(r), construido en la forma usual:
sobre el eje horizontal (eje X) se colocan los valores 1,2,...,r.
Sobre el eje vertical (eje Y) se colocan los correspondientes
valores Aut(1l), Aut(2),..., Aut(r). Luego los puntos (1, Aut(l)),

«ee,(r, Aut(r)) se unen por medio de segmentos.

El autocorrelograma ha sido usado en teoria de modelos lineales,
como un indicador de la no estacionaridad de la serie (ver 4.2.1,
C.), y para especificar el orden tentativo de un proceso de medias
moviles, pero este tema no sera objeto de discusiodn.

Ejemplo

Un ejemplo de una serie temporal de datos reales es, la serie
de bautizos mensuales de Cartago correspondiente al periodo que va
de enero de 1800 a dic. de 1814. Sus valores se encuentran en la
tabla 1, anexo III. El1 GRAFICO 3 corresponde a esta serie y
presenta caracteristicas cercanas a la estacionaridad: observando
el grafico notamos que la serie varia siempre alrededor de un nivel
fijo,\y la varianza parece constante a lo largo de todo el periodo.
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GRAFICO 3. Bautizos mensuales de Cartago,
enero 1800 - diciembre 1814
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4. SERIES NO ESTACIONARIAS

En la seccidén previa se estudié con algun detalle el concepto
de estacionaridad a nivel de proceso estocastico y de serie
temporal. Asimismo, sefialamos su importancia en tanto que hipdtesis
basica en analisis espectral y se incluyeron algunos ejemplos a
modo de ilustracién. No obstante, nuestro desarrollo ha sido
basicamente a un nivel téorico.

La estacionaridad en datos reales, es poco comiun. Procede por
consecuencia, discutir la no estacionaridad a nivel de las series
temporales, en relacidén con:

1. Los procedimientos para investigar si el proceso es o no,
estacionario.

2. Algunos tratamientos usuales de la serie temporal, en caso de
no estacionaridad.

Para el andlisis de la serie vamos a considerar principalmente
dos formas de variacidén no estacionaria que son al mismo tiempo
las mas frecuentes: la tendencia en la media y las variaciones
sistemdticas en la varianza de la serie. Sin embargo, la es-
tacionarizacidén de la serie costituye el problema mas delicado en
la utilizacion de andlisis espectral, dado que las tres condiciones
exigidas no son siempre satisfechas. Por ejemplo, la media puede
depender del tiempo, y si esta dependencia siendo desigual en toda
la serie, se la describe con una misma férmula (un polinomio, por
ejemplo ), ello introduce un sesgo. En todo caso, el sdlo hecho de
trabajar con los datos transformados, ya representa un problema
adicional, puesto que los estimadores involucrados se afectan.

4.1 Tendencia en la media

Para aproximarnos intuitivamente a la idea de tendencia en la
media, comparemos la forma de variacidén global de las series
correspondientes al GRAFICO 3 y al GRAFICO 4. Este ultimo presenta
una tendencia al crecimiente, mientras que el primero exhibe una
forma muy "horizontalizada". En el primer caso (GRAFICO 4)
encontramos evidencia grafica de una tendencia, posiblemente
lineal. En el segundo caso la serie varia alrededor de un nivel
fijo.

El término tendencia adquiere un significado mas claro cuando
se aplica algun procedimiento para removerla y/o estimarla. En ese
sentido, es preferible que la forma de una tendencia en la media
sea especificada en cada caso, y no intentar dar una definicidén
general.

Aunque no existen recetas ni procedimientos contundentes para
distinguir la presencia y naturaleza de una tendencia, se acos-
tumbra combinar una exploracidén grafica de la serie con métodos
sencillos para removerla.
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Exploracion grafica

Una practica habitual es hacer un estudio grafico de la serie,
como una primera fase del analisis. La idea es que una exploracién
grafica nos permita descubrir la presencia de tendencias simples
Y usuales, como rectas o polinomios de segundo grado.

Cuando se trata de series de observaciones diarias, semanales,
o mensuales, muy largas, se puede definir una nueva serie sumando
los términos adecuadamente, de modo que se pueda estudiar la
variacioén temporal digamos, mensual y no diariamente. Por ejemplo
para series mensuales se suman los términos de 12 en 12 hasta
producir un serie anual. Este es el caso de la serie anual de
bautizos de Cartago, la cual fue calculada de este modo. Como se
observa en el GRAFICO 4, esta serie presenta una tendencia lineal
bastante clara, la cual luego serd estimada por minimos cuadrados.

e L RSN

1770 1780 1810 1830 1850 1870 1830

GRAFICO 4. Bautizos anuales de Cartago
(1770 - 1900)

La tendencia en la media puede cambiar su forma por tramos. Por
ejemplo, una tendencia puede ser lineal en una parte de la serie,
Yy en otra, cuadratica. En tales circunstancias es de vital
importancia poder graficar la serie entera, sin ninguna transfor-
macion previa.
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4.2 Eliminacién de la tendencia

Cualquier procedimiento para remover una tendencia requiere la
especificacién de un modelo. Por ejemplo, para el caso de variables
econdémicas, ha recibido especial atencién el modelo clasico
aditivo. Este modelo supone que el proceso es la suma de una
tendencia T,, un componente estacional S,, y un proceso estacionario
Z,:

X, =T, + S, + Z,

En muchas aplicaciones la tendencia T, es un polinomio de bajo

grado, es decir

= P
T, = a; + a,t+ ... +apt, con apfo

Varios procedimientos han sido aplicados, ya sea para es-
tabilizar la serie o para estimar la tendencia. Nos referiremos a
dos de ellos: el método de las diferencias y el método de minimos
cuadradados.

4.2.1 Método de las diferencias

Este método, que es muy facil de usar, se utiliza como una forma
experimental de examinar la estacionaridad de la serie, sin estimar
la tendencia. Dada la serie x,, ... ,X,, se definen las diferencias
asi:

La primera diferencia de (x;) es la serie (z;) definida por

Zz. = X

; i1 — ¥, 1 =1, ... ,n-1

La sequnda diferencia de (x;) es la serie (y;) definida por
Yi T 2440 ~ 23 1 =1, ... ,n-2

Asi sucesivamente se pueden definir diferencias de orden mayor.

Sea ({X,} el proceso asociado a la serie (%;) - Algunos modelos
para los cuales, por medio de la diferenciacidén se puede es-
tacionarizar la serie, son los siguientes:

A. Sea X, = a + bt + (Y, + ... + Y ), donde (Y ,} es un proceso
estacionario. Entonces se tiene que la primera diferencia

Xeop — X, = b + Y .

es un proceso estacionario. En este caso hay una tendencia
polinomial de grado 1 ( una recta ), y la primera diferencia podria
estacionarizar la serie.

Ejemplo

Calculando la primera diferencia de la serie de bautizos anuales
de Cartago, se obtiene una serie (z;) tal que
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z. = X

; i1 — %X, 1 =1, ... ,130

Esta serie es representada por el GRAFICO 5. Cada punto en el
grafico es de la forma (i, x;,, - X;), donde i =1, ... ,130. Sobre
el eje X se colocan los afios y sobre el eje Y, los valores de la
serie z; = ¥;,; - X;. Comparando el GRAFICO 4 de la serie original,
con el GRAFICO 5, se nota el efecto de la diferenciacidén. La nueva
serie varia en torno a un nivel constante igual a cero, lo que
indica que la tendencia lineal desaparecid.

200

150

100 —

LA e AR, AL
LN AL PN

-50 -

-100 H

-150 A

2o S At st

1770 1780 1810 1830 1850 1870 1880

GRAFICO 5. Serie de bautizos anuales de Cartago. La tendencia
fue eliminada calculando la primera diferencia.

t
B. Sea X, = a + bt + ct? + £ (Y, + ... + ¥,), donde (Y, es un
r=1
proceso estacionario. En este caso la serie debera exhibir una
tendencia polinomial de grado dos ( forma de pardbola ). Calculando
la segunda diferencia del proceso (X,} se tiene:

W, = 2“1 - Z donde z, = Xeo1 — X,

y se comprueba facilmente que W, = 2c + Y ,,.
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Por lo tanto la segunda diferencia podria ser suficiente para
obtener una serie aproximadamente estacionaria. De acuerdo con la
forma de estos modelos, es claro que se pueden generalizar a
tendencias polinomiales de grado "p".

C. Si una serie temporal es generada por un proceso autorregresivo
de medias méviles, entonces el autocorrelograma de la serie puede
ser util para investigar si la serie es o no, estacionaria. Ademéas
el autocorrelograma se puede usar combinadamente con el método de
las diferencias, para estacionarizar la serie.

En efecto, si el proceso (X,} definido por

P
X, = T aX,, +

i toe,
k=1

iTt-i
1

It
o
o

es estacionario y si todas las soluciones de su ecuacién asociada

zP - a1zp'1 - ... —a_.z -a_ = 0.

p-1 p

son simples (es decir, el polinomio del 1lado izquierdo de 1la
ecuacioén tiene exactamente p ra ces distintos), entonces las
correlaciones cor(h) del proceso tienden rapidamente a cero, cuando
h crece.

Si el proceso no es estacionario, debido a que hay soluciones
reales de valor absoluto aproximadamente igual a 1, entonces los
valores de cor(h) tienden lentamente a cero y de manera aproximada-
mente lineal.

De lo dicho se desprende que si las autocorrelaciones Aut(h),
de la serie, se comportan como los valores cor(h), entonces el
autocorrelograma puede ser usado para estudiar la estacionaridad
de la serie. Si la ecuacidn asociada tiene soluciones aproximada-
mente iguales a uno, entonces el método de las diferencias es
frecuentemente usado para estacionarizar la serie. Si la serie es
estacionaria, entonces el autocorrelograma deberia tender rapida-
mente a cero.

Recordemos que las autocorrelaciones de la serie se calculan
con la formula

n
Aut(r) = [ 3 (% - Q) (x,, - Q) ] + 2 (x; - 0)?

Se acostumbra calcular entre 25 y 40 autocorrelaciones,
dependiendo de la longitud de la serie. Entre mas larga sea ésta,
mejores son las estimaciones.

Ejemplo

Consideremos la serie de bautizos anuales de Cartago, citada
previamente. Para esta serie se calcularon las 30 autocorrelaciones
Aut (1), ... ,Aut(30). Estos valores son representados en el GRAFICO
6. Sobre el eje horizontal se indicaron los valores 1,2, ... ,30,
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y sobre el vertical, los valores de las autocorrelaciones. Nétese
la forma casi lineal del autocorrelograma aproximadamente a partir
del valor 2 sobre el eje horizontal.

GRAFICO 6. Autocorrelograma de la serie de bautizos
anuales de Cartago.
4.2.2 Método de minimos cuadrados

Se supone que el proceso (X} tiene una tendencia polinomial de
grado r; especificamente

X, = oy + oyt + ... + ot + ¥,
donde (Y,} es un proceso estacionario con media cero. Los parame-
tros @y, ... ,a. son estimados por minimos cuadrados. Es decir, si
Xys +-+ 4 X, €S la serie, entonces los valores estimados de Qgy o
1@, que denotamos con a,, ... ,a.; son aquellos para los cuales la
expresion
n
E L% ~ o= san = 08 )2
t=1

es minima.
Si {(Y,} es un proceso lineal generado por un ruido blanco, y
bajo algunas hipdtesis adicionales, se tiene que a; es aproximada-
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mente igual a aj, i =1, ... ,r; cuando n es suficientemente
grande. Ademas las autocorrelac1ones de la serie residual (z,)
definida por

— - - - r
zZ, = X a, - art

son aproximadamente iguales a las autocorrelacioes del proceso
correspondiente (Z,} definido por

— - - - r
Z, = X ag art
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GRAFICO 7. Serie de bautizos anuales de Cartago. La tendencia
lineal fue eliminada por minimos cuadrados.

Ejemplo

Suponiendo que la serie de bautizos anuales de Cartago, sea
acorde con el modelo

X, = «

. o T at + (¥}

donde (Y,} es un proceso estacionario, se estiman los parémetros
ag Y 04, utlllzando los valores de la serie (ver Tabla N° 2). Los
valores estimados son
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a, = 266.33 y a, = 4.4

La serie residual w, = x;, - (266.33 + 4.4 i) ; i =1,. ..,131,
es representada en el GRAFICO 7. Se nota que la tendencia lineal
desapare01o y la nueva serie varia alrededor del nivel cero, con
varianza aproximadamente constante.

Comparando GRAFICO 7 con GRAFICO 5 se nota que las series
d1f1eren, lo cual puede comprobarse algebraicamente, restando las
series (e;) y (z;) antes definidas. De modo que, se pueden usar
diferentes métodos de estacionarizacidén para investigar 1la
estabilidad de los resultados del analisis espectral.

4.3 Otros métodos y tendencias

Las medias moéviles es otro método muy usado para remover
tendencias polinomiales. En particular, las medias méviles
entradas para el caso de tendencias polinomales de grado p, se
definen por

m
2, = 3 WX
J=-

donde (x,) es la serie original y w; ;, J=-m, -m+l, ... ,m son 2m+1l
nimeros tales que

m

zwji"=o0, r=0,1, ... ,p

Jj=-m

Las medias méviles juegan un papel importante en los métodos de
desestacionalizacion de series econdémicas; particularmente en el
método desarrollado por el Bureau of the Census de los Estados
Unidos, cuya décima primera versién es llamada X-11.

En cuanto a las tendencias, hay otras menos usuales como la
logistica
f(t) = (k+ab' )", b>o

que presenta mayores complicaciones para estimar los parametros a,
b y ki y la tendencia exponencial definida por

g(t) - ek 5 (r/t).

Para ampliar mds sobre el tema de las tendencias, se puede
consultar Granger (1980) y Granger y Hatanaka (1964).

4.4 Estabilizacién de la varianza

Una serie estacionaria necesariamente tiene media y varianza
independientes del tiempo. Sin embargo puede ocurrir que en el
grafico de una serie se distingan cambios notorios en la varianza
a traves del periodo observado. En tales circunstancias es usual
transformar la serie con el fin de estabilizar su varianza. El
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logaritmo y la raiz cuadrada son transformaciones frecuentemente
utilizadas con este fin. En todo caso, se transforma la serie
original en otra, denotada por (z,), donde

z, = log(x,) o z, = (xt)1/2.
150
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1726 1740 1754 1768 1782
GRAFICO 8(a). Indices del precio del vino en Francia
1726 - 1789
Ejemplo

La serie de indices del precio del vino en Francia durante los
anos 1726 - 1789 exhibe una varianza aproximadamente estable en
los dos primeros tercios del periodo considerado. En el ultimo
tercio se observa un crecimiento en la varianza (ver GRAFICO 8(a)).

En el GRAFICO 8(b) se representa el logaritmo de esta serie;
como puede verse, la varianza es ahora mas estable a lo largo de
todo el periodo{

2 Los datos fueron tomados de Labrousse, Ernest. Fluctuaciones
econdémicas e Historia Social, Editorial Tecnos, S.A. 1967, Madrid,
Pp. 143 - 144.
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GRAFICO 8(b). Logaritmo de los indices del precio del vino
en Francia, 1726 - 1789.
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5. EL PERIODOGRAMA

Un analisis espectral puede ser aplicado ya sea en el proceso
de busqueda de un modelo que se ajuste adecuadamente a los datos,
o para detectar ciertas regularidades llamadas ciclos o tendencias
ciclicas, posiblemente presentes en la serie, pero que no son
plenamente determinables bajo la inspeccién grafica. Aunque estos
objetivos pueden ser complementarios, de momento se deja de lado
el primero, limitandonos al estudio de los ciclos.

Siendo el periodograma el instrumento fundamental para dicho
estudio, esta seccidn se dedica con detalle, a la presentacidén del
concepto, calculo y significado de aquél.

Las relaciones (9) y (10), son especialmente importantes, puesto
que sirven de base para la introducién e interpretacién del
periodograma.

5.1 Representacién trigonométrica de una serie

En esta subseccidén se presenta un resumen del procedimiento
matemdtico para deducir la fdérmula (9).

Con las formulas (2) a (5) se obtiene la relacidn (6) y con
ésta, la representacidén (9) de la serie X, ... P X

Consideremos las funciones

Y (t) = cos(wt) y z./(t) = sen(wt), t=1,2,...,n
donde k = 1,2,...,n/2 ( suponemos gue n es par )3. Estas funciones
satisfacen para w, = 27k/n, las siguientes relaciones:

n 0 si k # 3
(2) I cos(wt)cos(w;t) = n si k=3 =n/2
t=1 n/2 si k=73 # n/2
n 0 si k#Jjok=73=n/2
(3) z sen(w,t)sen(w;t) = n/2 si k=1 # n/2
t=1 =
n
(4) % cos(wt)sen(w;t) =0 ; k,j = 1,2,...,n/2.
t=1

3 Si n es impar, se prueba de igual modo que la serie se

escribe en la forma:
h
x, = @ +k21akcos(W(t) + b,sen(w,t)

donde t 1, ... ,n y h = (n-1)/2.
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n n
(5) Z cos(wt) = £ sen(w,t) =0 ; k=1,2,...,n/2.
t=1 t=1
Utilizando las relaciones (2) a (5) se obtiene la representacién
trigonométrica de la serie Xer X5y X3p eee X0
n/2
(6) x, =0+ ):: [a,cos(w,t) + bsen(wkt)], =1,2, ... ,n
donde*
A= (1/n)[ X + «ox + X, ]
n
(7) a, = (2/n) x.cos (w,t).
t=1
n
(8) b, = (2/n) T x,sen(w,t).
t=1

De (6) se deducira la representacién (9), que muestra mas
claramente el sighificado de las cantidades estimadas. Para k =
l1,...,n/2, se definen los numeros h, vy u, de modo que:

a hcos(y) y b, = -h,sen(u,) .

k =
Entonces los nuevos parametros h, vy u, asumen la forma
2 2 .
h, = (a, + b, ).1/2 Y u, = tangente 1(—bk/ak) .
Sustituyendo a, y b, en la relacién (6), se obtiene
n/2
(9) xt=u+2hcos(wkt+uk),t=1,...,n
k=1

La representac1on (9) de la serie (x,) dice que la variacién en
la serie es el resultado de una suma de componentes ciclicos

“* Los valores 4, a, b, tienen la propiedad de ser 1los

estimados de la siguiente regre51on sin término constante: se toma
como variable dependiente la serie Xy, ... ,%¥,. Las variables
independientes son las n-1 funciones definidas por:

y(t) = cos(wt); k=1, ... ,n/2 y
z,(t) = sen(wit); k=1, ... ,(n/2)-1

donde t =1, ... ,n
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(cosenos) cuyas amplitudes son los valores h, asociados a las
respectivas frecuencias k/n. Estas frecuencias estan dadas por
unidad de tiempo : fraccién de ciclos por segundo, por dia o por
mes, dependiendo si n estd dado en segundos, dias o meses respec-
tivamente. El1 periodo (n/k) es la "longitud" del ciclo asociado a
la frecuencia k/n.

5.2 Descomposicidén de la varianza

La idea es expresar la varianza de la serie x,, ... ,X, en una
suma, donde cada término tiene un significado especifico, lo cual
permitira establecer en 5.3, la definicidén del periodograma.

El analisis de las fluctuaciones ciclicas de la serie X;,..,X,,
descansa sobre la descomposicién de su varianza en una suma, en
la cual cada término expresa aquella parte de la varianza debida
a la presencia en los datos, de un ciclo de una frecuencia
determinada. Veremos enseguida que esta descomposicién nos conduce
al concepto de periodograma.

Usando la representacién (6) de la serie y las relaciones (2)
a (5) se puede deducir la relaciodn

2 2 i 2 i 2 2 2
(10) S = (1/n) (x, -4)° =3 (a, + b)/2 + a,,
t=1 k=1
donde p = (n/2)-1y s® es la varianza de la serie.

Esta relacién (10) nos dice que la varianza de la serie es el
resultado de sumar los cuadrados de las amplitudes en las primeras
p frecuencias y dividir por dos, mas el cuadrado de la amplitud en
la frecuencia 1/2. Esta descomposicidén va a permitir, en la seccidn
5.3, representar graficamente las contribuciones a la varianza de

: 2 .

la serie (que gepotamos con h, ), en cada frecuencia k/n; de modo
que el area bajo la curva sea aproximadamente igual a la varianza
total de la serie.

5.3 Concepto de periodograma

Usando la idea geométrica de area y la descomposicién de 1la
varianza de la serie ( relacién (10) ), para introducir el concepto
de periodograma, se facilita 1la interpretacién de éste. El
periodograma de la serie X,, ... ,X, es una funcién que denotamos
con I (w,), w, = 27k/n, k =1, ... ,n/2; cuyo grafico es la curva
formada por los segmentos que unen los puntos (wkpgxwk)), como se
indica en el dibujo siguiente, donde se dividid el intervalo
[n#/n , n+ n/n] en n/2 subintervalos de la forma

R, = [w,-m/n , w+m/n], k = 1,...,n/2.

y donde se denota x, =w, - m/n, k=1, ... , (n/2 +1)
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b) L(0) es el valor maximo de la funcidén L.
c) L es una funcidén par : L(j) = L(-j) para todo j.

Entre los diversos tipos de ventanas usados para calcular el
periodograma ponderado, se encuentran las ventanas rectangular y
triangular. Estas se distinguen porque son definidas por medio de
férmulas muy simples, lo cual facilita el calculo. Veamos:

1. Ventana 1lisa o rectangular: esta ventana se define por la
formula

L(j) = 1/m, si |j] £a vy

L(j) =0, si|j] >a

donde m = 24 + 1.
En este caso el estimador del espectro es:
d
fa(W) = (1/m) B T,(¥))
==

Como se ve en esta formula, el estimador espectral es un
promedio. aritmético de las ordenadas del periodograma. En este
promedio a todas las ordenadas se les da la misma importancia (el
peso 1/m). Como esto puede no ser adecuado se definen también otras
ventanas.

2. Ventana triangular: Esta ventana se define por
L(3)

L(j) =0 si |j] > 4.

[1/(d+1)] - |3l/(@+1)? si |j] <4 y

d
El estimador correspondiente es f (W) =3 L(])I (an)'
J"'_
En este promedio ponderado, entre mas cerca esté Wil de w,, mas
importancia se le da a las ordenadas del periodograma I (wb_). Esto

es asi porque L(j) decrece cuando j varia desde cero hasta d,
teniendo su grafico una forma triangular.

6.3 Ancho de la ventana

El nimero m = 2d + 1 1llamado ancho de la ventana indica el
numero de ordenadas del periodograma que se usa para calcular el
estimador espectral f..

El ancho de la ventana se escoge por un proceso mas que todo
empirico, en razén de que la teoria no es conclusiva acerca del
valor de m adecuado para mantener un sesgo y varianza aceptables.
Se debe tener en cuenta que, cuando m aumenta, la varianza del
estimador espectral f (w,), decrece, y su sesgo crece. Por lo tanto,
escoger m 1mp11ca controlar dos efectos que actuian en sentido
contrario: la varianza y el sesgo.
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Generalmente la escogencia de m se hace manteniendo el cociente
d/m tan pequefio como sea posible, para acercarse mejor a las
hipétesis de la teoria.
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GRAFICO 10. Periodograma ponderado. Se aplicé una ventana
triangular de ancho 5.

Ejemplo

Con propdsitos de ilustracién vamos a aplicar el método de
estimacién descrito, al periodograma de la serie de bautizos
mensuales de Cartago (ver GRAFICO 3 Y GRAFICO 9). En este ejemplo
el estimador del espectro ha sido calculado utilizando una ventana
triangular de ancho 5, por lo cual la férmula se escribe asi:

2
f1g0(W) = T g(j)-Im(wkﬂ-) donde L(j) = (1/3) - (1/9)]3].

Los valores calculados con esta fdérmula son ordenados en 1la
Tabla N° 5.

Consideremos ahora el GRAFICO 10. Sobre el eje de las abscisas
se colocan los valores de k/180, k = 1,...,90; y sobre el eje de
las ordenadas, los valores del periodograma ponderado figo(wW), k =
1,...,90.
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El GRAFICO 10 muestra dos caracteristicas muy importantes. La
primera, gque es una curva mas "regular" que el grafico del
periodograma ( GRAFICO 9 ). Este es uno de los objetivos buscados
puesto que nos interesa un estimador con varianza decreciente. La
segunda, que se conservan los rasgos mas importantes del periodo-
grama, observados en el GRAFICO 9. Resalta en particular, la clara
permanencia del maximo en la misma frecuencia 15/180.

6.4 Bandas de confianza aproximadas

Las propiedades distribucionales del periodograma ponderado f ,
permiten calcular intervalos de confianza aproximados para el
espectro. Sea g el espectro del proceso (X,}, la variable aleatoria

Y(w) = 7-f,(w)/g(w)

es aproximadamente distribuida como una variable aleatoria chi -
cuadrado con 7 grados de libertad, donde

d

T =2/ (T L(H)?).
j=-d
Se puede calcular sin dificultad que, para el caso de una

ventana triangular o rectangular, los grados de libertad vienen
dados respectivamente por:

6(d + 1)°
T = y T = 2(2d + 1).
2d +44d+ 3

Para cada w, se puede calcular un intervalo de confianza
aproximado, de la siguiente manera:
Dado un nivel de significacidén a, por lo general o = 0.05 O
a = 0.01, se calculan con la ayuda de una tabla, los valores c,
y ¢, tales que

P(Y(w,) < cy) = P(Y(w,) 2 ¢c;) = a/2.
En consecuencia se tiene que:
P(c, £ Y(w,) £¢c,) =1 - a.

A partir de ¢, < Y(w,) £ c,, se obtiene la siguiente doble
desigualdad:

mk =T fn(wk)/cz < g(wk) <7 fn(wk)/c1 = Mk°

Si en un mismo sistema de coordenadas se representan los valores
m, M y f/(w) para k = 1,..,n/2, se obtiene un grafico de 1las
bandas de confianza aproximadas.

El GRAFICO 11 muestra las bandas de confianza para el espectro
ponderado. La curva de abajo es la banda inferior, la cual
corresponde concretamente a los puntos (k/180, m); k=1,.. ..,90.
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De igual modo, la curva de arriba es la banda superior formada por
los puntos (k/180, M); k = 1,...,90. La curva central es el
periodograma suavizado (el mismo del GRAFICO 10). Las bandas de
confianza para los 2 primeros y los 2 ultimos valores no son
adecuadas, dados los ajustes que necesariamente hubo que introducir
en la definicidén de f,, al inicio de esta seccidén. Pero constituyen
una minoria de puntos en el grafico, ocasionando por lo tanto una
imprecisién que no tiene mayores consecuencias.
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GRAFICO 11. Bandas de confianza aproximadas del
periodograma ponderada.



38

Observacidén

La estimacion del espectro tiene 1mportanc1a principalmente en
dos aspectos:

(a) Es un recurso usado para estudiar la estabilidad de los puntos
(frecuencias) de maxima contribucién a la varianza de la serie.
Aplicando diferentes tipos de ventanas y con diferentes anchos, se
puede observar cuales de los puntos mds altos en la curva se
conservan. En el proceso de estudio de un ciclo, es también util
realizar varias formas de estacionarizacién de la serie para
observar la estabilidad del ciclo.

(b) Por las propiedades asintoéticas del periodograma ponderado
(insesgado y de varianza decreciente a cero ), es un medio para
estudiar la forma de la funcidn espectral (o espectro) del proceso
estocastico. Esto es de particular interés cuando se desea
encontrar un modelo generador de la serie, por ejemplo de tipo
Box - Jenkins.
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7. "SOFTWARE" UTILIZADO

Esta seccidén contiene los programas "RATS" usados en 1los
cdlculos, y algunas explicaciones sobre la funcién de las diferen-
tes instrucciones. La seccidén finaliza con una breve mencién de las
facilidades que ofrece el STATGRAPHICS para realizar un analisis
espectral.

7.1 El1l paquete RATS

RATS versioén 2.01, para microcomputador IBM o compatibles, es
un conjunto de programas orientados a la Econometria, los prondsti-
cos y el andlisis estadistico. Para la redaccidén de los programas
necesarios para hacer los cdlculos espectrales, se usdé el manual
de RATS versién 2.0, especialmente los capitulos 1 y 13. Cada
término de una serie se denomina con el nombre de "entrada".

Al final de cada programa se incluyen las explicaciones que se
consideraron pertinentes, sobre la funcidén de las instrucciones.

Observaciones

(a) Los numeros que aparecen delante de algunas instrucciones, son
para facilitar la referencia.

(b) Un asterisco (*) delante de una instruccién indica que ésta no
sera ejecutada. Es el caso de la instruccién 3., Programa 3.

(c) Las lineas en los programas que empiezan con el simbolo #, se
vinculan con la instruccién inmediatamente anterior y forman parte
de ella. Ver por ejemplo, las instrucciones 7 y 11 del Programa 1
y las instrucciones 4 y 5 del Programa 4.

Programa 1

Calcula el periodograma de la serie estacionaria de longitud
180, contenida en el archivo "BAUTIZOS.PRN. Grava el periodograma
en el archivo "PER.PRN".

01. OPEN DATA C:BUTIZOS.PRN

02. CAL 1800 1 12

03. ALL O 1814:12

04. DATA / SERIE

05. DIFFERENCE SERIE / 0 SERIE1l

06. FREQ 2 180

07. RTOC
# SERIE1l
#1

08. FFT 1

09. SMPL 1800:2 1807:7
10. CMULT(SCALE=1./(PI*180)) 1 1
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11. CTOR
#1
# PERIODOG

12. OPEN COPY C:PER.PRN

13. COPY (ORG=0BS) 1800:2 1807:7 PERIODOG
END

Significado de las instrucciones:

01. Abre el archivo BAUTIZOS.PRN que contiene la serie de bautizos
mensuales de Cartago correspondiente al periodo enero de 1800 a
diciembre de 1814.

02. CAL es la abreviacion de CALENDAR. Esta instruccién pone 1la
fecha de la primera entrada de la serie (enero de 1800 ). El numero
12 significa que hay 12 entradas por periodo. Es decir, la serie
es mensual con 12 entradas por ano. Si la serie fuera trimestral
debe escribirse un 4 en lugar del 12. Por ejemplo: CAL 1900 2 4
significa que la serie empieza en el segundo trimestre del afo
1900.

03. ALL es la abreviacién de ALLOCATE. La instruccién sirve para
decirle a RATS cual es la ultima entrada de 1la serie, la cual en
el caso presente, corresponde a diciembre de 1814. Se escribe un
cero después de ALL para advertir a RATS que no se usardn series
numeradas.

04. Lee la serie y le asigna el nombre SERIE.

05. Le resta a cada entrada de SERIE la media de la serie. A 1la
serie centrada le llama SERIEl. Si en lugar de un 0 se usa un
numero entero positivo N, esta instruccién calcula la N - ésima
diferencia de la serie. Generalmente N = 1 o N = 2.

06. Especifica el numero de entradas de las series complejas que
van a ser creadas. En este caso se puede crear hasta dos series
complejas con 180 entradas.

Cuando sea necesario completar la serie con ceros para que el
calculo de la transformada finita de Fourier, se realice en menos
tiempo, se escribe en FREQ el numero deseado. RATS automaticamente
pone ceros hasta completar la longitud especificada.

07. Permite a RATS tratar las entradas de SERIE1 como numeros
complejos con parte imaginaria igual a cero. La serie compleja la
denomina con el numero 1.

08. Calcula la transformada finita de Fourier de la serie 1. La
serie que contiene estos valores complejos, se la denomina también
con el numero 1.

09. Indica las entradas de la serie 1 que van a ser usadas por la
instruccién siguiente. Sélo se toman en cuenta las primeras 90
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entradas a partir de la segunda, ya que la transformada finita de
Fourier es periddica. Ademas la primera entrada sera cero siempre
que la serie original sea centrada (instruccidén 05).

10. Cada entrada de la serie 1, comprendida en el rango indicado
en la instrucciodn anterior, se multiplica por su conjugado y el
resultado se divide por 180<w. A la nueva serie se le asigna el
numero 1. Esta serie tiene todas sus entradas complejas con parte
imaginaria igual a cero.

11. Analoga a la instruccién 07. Las entradas de la serie 1, que
son complejos con parte imaginaria nula, seran tratadas como
numeros reales. La nueva serie de numeros reales se llama PERIODOG.

12. Abre un archivo con el nombre PER.PRN.

13. Grava en el archivo PER.PRN las entradas de la serie PERIODOG,
comprendidas en el rango 1800:2 1807:7.

Programa 2

Remueve la tendencia lineal, sea por regresién o calculando una
diferencia a la serie. En este caso, elimina la tendencia lineal
por regresion, de la serie de longitud 131, contenida en el archivo
BANUALES.PRN. Grava la serie resultante SINTEND, en el archivo
SINTEND.PRN.

OPEN DATA C:BANUALES.PRN
CAL 1770 1 1
ALL 0 1900:1
DATA / SERIE

1. SET ANO = T
2. OLS BANUALES / SINTEND
# CONSTANT ANO
3. *DIFFERENCE BANUALES / 1 SINTEND

OPEN COPY C:SINTEND.PRN
COPY (ORG=0BS) 1770:1 1900:1 SINTEND
END

Significado de las instrucciones:
1. Crea la serie 1,2, ... ,131 y le da el nombre de ANO.
2. Hace una regresioén en la cual la variable dependiente es la
serie BANUALES. La variable independiente es la serie ANo y la

constante es indicada con la palabra reservada CONSTANT. Ademas,
crea la serie de residuos de la regresidén con el nombre SINTEND.
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3. La instruccidén no es ejecutada. Si se quita el asterisco, RATS
calcula la primera diferencia de la serie BANUALES y a la serie
resultante le asigna el nombre SINTEND.

Programa 3

Calcula el periodograma ponderado a partir del periodograma
calculado con el Programa 1, cuyos valores se encuentran en la
tabla N° 4, Anexo 2. Se usdé una ventana triangular de ancho 5. En
el texto se explicd que el estimador asi obtenido debe ser
modificado en aquellas ordenadas cercanas a cero y 7.

La serie resultante (periodograma ponderado), se grava en el
archivo con nombre "ESPECTRO.PRN".

OPEN DATA C:PER.PRN

CAL 1 1 1

ALL 0 90:1

DATA / PERIODOG

FREQ 2 90

RTOC

# PERIODOG

#1

WINDOW (TYPE=TENT) 1 1:1 90:1 5 2 1:1
CTOR

# 2

# ESPECTRO

OPEN COPY C:ESPECTRO.PRN

COPY (ORG=0BS) 1:1 90:1 ESPECTRO
END

Significado de la instruccidén WINDOW: calcula el periodograma
ponderado de la serie 1 en el rango 1:1 90:1. Usa una ventana
triangular de ancho 5. A la nueva serie se le asigna el numero 2.

Note que se debe escribir 1:1 al final de la instruccidén, para
decirle a RATS que la serie 2 empieza en la primera entrada.

Programa 4

Calcula 150 puntos de la serie autorregresiva definida por la
ecuacion

Y. = 0.6 Yy, + e

donde (e,} es un ruido blanco normal, con media cero y varianza
igual a 2.

1. ALL 0 151

2. ZERO Y

3. EQUATION 1 Y 1 O

4. ASSOCIATE 1 0 0 2
# 0 0.6

5. SIMULATE (SETUP) 1 150 2
#1Y
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6. SIMULATE
OPEN COPY SERIE.PRN
COPY (ORG=0BS) 2 151 Y
END
Significado de las instrucciones:

1. Establece el numero maximo de entradas de la serie Y. Para este
caso son 151

2. Pone las entradas de Y en cero
3. Define la ecuacidén autorregresiva asociada a la variable Y,
cuyos valores se van a simular. Los numeros leidos de izquierda a
derecha, expresan a RATS que se trata de la ecuacidén N° 1, con un
parametro autorregresivo, y cero parametros de promedios méviles.
RATS puede hacer simulaciones con sistemas de ecuaciones, por
ello prevee una enumeracioén de éstas. En nuestro caso sdélo hay una
ecuacion, por eso se le asigné el numero 1.

4. Esta instrucciodn consta de dos lineas. En la primera se le dice
a RATS que se van a especificar los parametros de la ecuacidén N° 1
(es el significado del 1), y que el ruido blanco en esta ecuacidn,
tiene varianza igual a 2. El1 significado de los dos ceros se
explica mas abajo.

En la segunda linea, precedidos por el simbolo #, se escriben
los valores de los coeficientes de la ecuacidén, empezando con el
término constante, que en este caso es nulo. El1 coeficiente
autorregresivo es igual a 0.6.

Para comprender mejor el significado de esta instruccidén, veamos
su sintaxis general:

ASSOCIATE N C RESID V
# coeficientes de la ecuaciédn.

donde los parametros N, C, RESID, y V se definen por:

N : numero de la ecuacidn cuyos coeficientes van a ser especifica-
dos.

C : es el nombre del vector que contiene los coeficientes de 1la
ecuacion. Hay dos formas de especificar los coeficientes de la
ecuacion: por medio del vector C o usando la segunda linea de la
instruccién. Si se hace de la ultima forma entonces se escribe un
0 en lugar del vector C.

RESID : es el nombre de la serie en que se guardan los residuos
para luego hacer calculos. Siempre que esto no sea necesario, se
escribe un 0.

V : es un numero real que indica la varianza del ruido blanco. Sélo
se usa si RESID y C son cero.

Cuando se usa C = 0, los coeficientes de la ecuacidén van en la
segunda linea precedidos por el simbolo #, en el orden siguiente:
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primero el término constante, luego los coeficientes autorregresi-
vos y por ultimo los coeficientes de promedios méviles.

5. Igual que la instruccioén 4, tiene dos lineas. En la primera se
indica que el sistema consta de una ecuacién, lo cual se expresa
con el numero 1. Luego aparecen los numeros 150 y 2, para decirle
a RATS que simule 150 entradas de la serie empezando en la entrada
2. Se empieza en 2 porque la ecuacidén tiene un coeficiente
autorregresivo, lo que obliga a darle el valor cero a la primera
entrada de la serie para poder calcular las siguientes. Si tuviese
2 coeficientes autorregresivos, entonces las dos primeras entradas
serian iguales a cero y las simulaciones empezarian en 3, y asi
sucesivamente.

En la segunda linea, el numero 1 significa que RATS debe usar
la ecuacioén numero 1 para hacer las simulaciones. Naturalmente, si
hubiesen mas ecuaciones en el sistema, este numero podria ser
diferente de 1.

Los resultados se guardan en Y, empezando en la entrada N° 2.

6. Ordena ejecutar las simulaciones.
7.2 El paquete STATGRAPHICS

Este paquete en su versiodén 2.0 (1986) es bastante apropiado para
realizar el andlisis de la estacionaridad de una serie y para hacer
los calculos espectrales. Ademds tiene la ventaja de ser interac-
tivo, lo cual ldégicamente facilita su uso.

En lo que concierne al andlisis de la estacionaridad, se pueden
estimar tendencias polinomiales, aplicar promedios mdéviles vy
diferenciacién de la serie. También se pueden tratar series con
"ciclo estacional". Las series transformadas pueden ser graficadas
facilmente.

Con respecto a los calculos espectrales, se usa el procedimiento
"PERIODOGRAM" para calcular el periodograma de la serie con 1la
férmula 27I (w,). Hace un grafico de los puntos (k/n, 27T (w,.)) con
k=1,...,n/2. :

Se pueden obtener estimaciones del espectro, recurriendo a las
distintas variantes de promedios méviles disponibles. Hay dos
alternativas:

a) Escoger un promedio mévil simple, lo que corresponde a usar una
ventana rectangular. Se debe indicar el ancho de la ventana. Es
decir, el numero de ordenadas del periodograma que se promedian.
b) Escoger un promedio mévil ponderado. En este caso hay que
indicar el ancho y los valores de la ventana.

Para una lectura mas amplia sobre el uso de este "software", se
debe consultar el manual (ver BIBLIOGRAFIA BASICA, 10.).
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8. COMENTARIO FINAL

Se han planteado en las paginas anteriores tres tematicas
principales: los elementos fundamentales del proceso de estaciona-
rizacién de una serie temporal, el estudio del periodograma y un
método de estimacién del espectro.

El material ha sido organizado de tal forma que su desarrollo
corresponda lo mejor posible, con el orden que usualmente se sique
cuando se realiza un andlisis espectral de series temporales.

Utilizamos una serie de datos reales para completar la ex-
posiciodn de los métodos de cialculo. Acudimos también a la represen-
tacién grafica para ilustrar diversos conceptos y facilitar las
interpretaciones.

Naturalmente, hay varios temas relacionados con esta materia
que no fueron abordados en el presente texto. Algunos de ellos son,
por ejemplo, filtros, desestacionalizaciodén, uso del "taper" y el
andlisis de otros tipos de tendencias. Por su interés, seran objeto
de un trabajo posterior.
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ANEXO I: DEFINICIONES

Este anexo contiene las definiciones que hemos considerado més
cercanamente relacionadas con el contenido del texto.

Algunas definiciones muy conocidas fueron,por su relevancia en
anidlisis espectral, incluidas en este anexo. Nos referimos por
ejemplo a la media, varianza, covarianza, numero complejo y su
conjugado, etc.

Otras definiciones menos importantes en relacién con 1los
aspectos operativos del andlisis espectral, no se incluyen, a fin
de acortar la extensidén de este anexo. Pensamos por ejemplo en las
definiciones de variable aleatoria, funcidén continua, funcidén
derivable, espacio de probabilidad, densidad de probabilidad, etc.

1. Numero complejfz se llama numero complejo a la expresiodn
a + b-i, donde i° = -1. Los numeros reales a y b se llaman
respectivamente, parte real y parte imaginaria del numero complejo.

2. Conjugado de un numero complejo: el conjugado de un numero
complejo-a + b+<i es a - bei. Usualmente se escribe:

a+ bi =a - b-i.

3. Médulo de un numero_complejo: el médulo de un numero complejo
a + bri es ( a® + b%)"2. Usualmente se denota por |a + b-i].

La relacién (a + bei) « (a + bei) = |a + b+i|? es de uso
comun.

4. Media y varianza: la media de una variable aleatoria X con
densidad de probabilidad f, se denota con E[X] o i, y se define
por

E[X] = p = [:’xf(x) dx.

La varianza de X se denota con o2 y se define por

0% = r_"w(x - u)%f (x)dx.

Para el caso particular en que la variable X asume solamente
los valores x,, ... ,X., las definiciones anteriores se transforman
en las siguientes sumas:

b= Ppy%Xy + o0 + PXY 0% = Py (%, - p,)2 + ... + p.(%x. - u)z

donde p; es la probabilidad de que la variable X asuma el valor
x;. El valor de u expresa el valor promedio de X, mientras que la
varianza es una medida de la dispersién de los valores de X con
respecto a la media.



47

5. Covarianza y correlacidn: la covarianza entre dos variables
aleatorias X y Y, se define como E [(X - u,) (Y - uy)] donde pu, y py
son las medias de X y Y respectivamente. Este valor expresa el
"grado" de dependencia lineal entre las variables. Sin embargo,
para investigar este forma de relacidén entre las variables, se
prefiere usar un coeficiente cuyo valor se encuentra entre -1 y 1.
Este es el coeficiente de correlacidén que se define como

E[(X = uy) (Y = py)]

g, O

X Y

donde (ox)2 y (oy)2 son las varianzas de X y Y. Si la correlacidn
entre las variables es prdxima a 1 é -1 entonces las variables son
correlacionadas. Por otra parte, si su valor es cercano a cero
entonces no son correlacionadas.

6. Proceso estocastico: un proceso estocastico es una secuencia de
variables aleatorias (X,} de valores reales, definidas sobre un
mismo espacio de probabilidad, donde t varia en un subconjunto no
vacio, de los numeros enteros. Cuando no hay ambiguedad diremos
simplemente que (X,} es un proceso.

7. Funcion de medias y de varianzas de un proceso: dado el proceso
{X,}, queda determinada una funcién que a cada valor de t le asocia
K, = E[X,]. Esta funcion se llama funcién de medias del proceso
(X,).

tAnélogamente, si a cada t se le hace corresponder la varianza
(002, de la variable X,, obtenemos la funcién de varianzas del
proceso (X,}.

8. Funcidén de autocovarianzas de un proceso: sea {X,} un proceso
y I'(h,t) la covarianza entre las variables X, y X,,. Si a cada par
(h,t) se 1le asocia el valor I(h,t), obtenemos 1la funcidén de
covarianzas del proceso (X,}. Observemos que I'(0,t) es la funcidn
de varianzas.

9. Funcidén de autocorrelaciones de un proceso: sea {X,} un proceso
estocastico y §(h,t) la correlacidén ( o autocorrelacidén ) entre las
variables X, y X.,-

La funcidén de autocorrelaciones del proceso es la que asocia a
cada par (h,t) la autocorrelacidén §(h,t).

10. Proceso estrictamente estacionario: un proceso {X,} es estric-
tamente estacionario si la densidad conjunta de cualquier grupo de
variables X, ... X, no cambia cuando los indices se desplazan r
unidades. Es decir, la densidad conjunta de X, ... X, es igual
a la del grupo de variables X, ., ..+ ,Xq 4o

Si p denota la densidad conjunta de un grupo de r variables,
entonces la propiedad de estacionaridad se escribe asi:

p(xtl e xt*k) = p(xt+rl e ’Xt+r+k)
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11. Proceso estacionario: un proceso estocastico es estacionario
si su funcién de medias y de varianzas son constantes, mientras
que la funcién de autocovarianzas I'(h,t), sdélo depende de 1la
separacion "h" entre las variables X, y X,,.- La misma propiedad
vale para las autocorrelaciones. Escribimos §(h,t) = §(h).

Se muestra facilmente que todo proceso estrictamente estaciona-
rio es un proceso estacionario.

12. Serie de tiempo: una serie de tiempo es una coleccidén de
nimeros reales X,, ... ,X,. Para hacer un andlisis estadistico de
una serie, se asocia ésta a un proceso estocastico, de modo que
cada valor x; corresponda a una realizacidén de la variable aleato-
ria X; del proceso (X,}-.

13. Transformada discreta de Fourier: sea g(t) una funcién definida
sobre los numeros enteros. La transformada discreta de Fourier de
la funcidn g, es H(w), definida por:

+00

H(w) = = g(t)e™ ; we (-m,m)
t=-o
14. Periodograma: el periodograma de la serie x,, ... ,X,, es la
funcion definida por:
n -iw t 5
I (w) = (1/nm)| = x.e | k=1,...,(n/2)-1 y w, = 27k/n.

t=1

15. Espectro: sea I'(h) la funcidén de autocovarianza del proceso
estacionario (X,}. La funcién f continua y no negativa, definida
por:
+00
f(w) = (1/m)[ T'(0) + 2I'(0) £ §(h)cos(wh) ], con w € (0,m)
h=1

se llama espectro del proceso (X,}. El resultado 1. del anexo II
establece condiciones bajo las cuales esta funcidén existe.

16. Estimador asintoéticamente insesgado : Sea A un numero real y
(XJ una sucesion de variables aleatorias; X, es un estimador
asintoticamente insesgado de A, si E[X] --> A, cuando n --> +w.

17. Estimador consistente: sea X, una sucesién de variables
aleatorias y A un numero real; X 6 es un estimador consistente de A,
si E[(X, — A),] -—> 0, cuando n --> +wo.
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ANEXO II: RESULTADOS

El propdésito de este anexo es adjuntar alguna informacioén sobre
las bases tedricas del andalisis espectral.

Se enuncia a continuacién algunos resultados en relacién a las
propiedades del periodograma, y del periodograma ponderado. Para
ampliar mds sobre el tema se sugiere consultar Fuller (1976).

1. Sea I'(h) y é6(h) las funciones de autocovarianza y de autocor-
relacién respectivamente, de un proceso estacionario. Supongamos
ademas que:

+00

z|r(h)| < 4w

h=-co

Entonces existe una funcién f, llamada espectro del proceso (X},
con las siguientes propiedades:

(a) £ es continua

(b) f£f(w) 2 0 para todo w € (0,m)

+00
(c) f£f(w) = [ T'(0) + 2r(0) = é§(h)cos(wh) ]J(1/m)
h=1
(d) T(h) = [g f(w)cos (wh) dw.
Observaciodn

Como I'(0) es la varianza del proceso, sustituyendo h por cero, en
(d), se tiene que:

varianza del proceso = I'(0) = {g f(w)dw.

Por lo tanto f(w) se puede interpretar como el aporte a la
varianza del proceso, en un intervalo "infinitesimal" alrededor de
w. Por otra parte, si comparamos la propiedad (c) de f(w), con

n-1

— a2 2
I (w) = 8%/m + (28%/m) ElAut(r) cos (Wr)

r:
vemos que el periodograma es un estimador "natural" del espectro.
No obstante, tiene el defecto de que su varianza no decrece a cero
cuando la longitud de la serie crece (resultado 3.b de este anexo).
Surge asi la necesidad de definir el periodograma ponderado afin
de lograr mejores propiedades estadisticas (ver resultado 5., mas
abajo) .
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2. Sea {X,;} un proceso estacionario. Sea ademas,

+00
b =E[X] y ZIT(h)| < +o
h=-w
Entonces:
E[I (w)] --> f(w), cuando n --> +o.
Observacidén

Este resultado dice que el periodograma es un estimador del
espectro, asintéticamente insesgado.

3. Sea el proceso estocastico (X,} definido por
+00
X, ='Z ae,.;
3=0
donde
{e,} es ruido blanco con varianza o

E[e,'] = Bo*

+o00
= j“zlajl < 400
j=1
Entonces
a) covarianza(I (w.),I (w)) = a, si w, =/ w,

donde a, --> 0 si n -=> 4w y w,w € (0,m)

b) var(I (w)) = (£(w))° + b,
donde b, --> 0 si n --> +o

Observaciodn

El resultado a) expresa que bajo las hipdtesis enunciadas 1los
valores del periodograma son variables aproximadamente no cor-
relacionadas, siempre y cuando n sea suficientemente grande.El
resultado b) dice que I (w,) es un estimador inconsistente del
espectro (su varianza no tiende a cero cuando n --> +w).

4. (propiedades distribucionales del periodograma)
Sea {X;} un proceso tal que:

+00
X, = ; a;e,;
1=0
+00
T |la;| < 4w
. j
1=0

{e,) es ruido blanco con varianza o
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f(w) es el espectro del proceso, no negativo para todo w. Sea
F (x,w) la distribucidén de la variable aleatoria 2I_ (w)/f(w) con
w e (O,m).

Entonces

(a) F (x,w) --> F(x,w) sin --> +o, donde F(x,w) es la distribu-
cién de una variable Y,, chi- cuadrado con dos grados de libertad.

(b) Y, vy Y, son independientes si w =/ q ; w,q € (0,m).

5. (sobre el periodograma ponderado). Supongamos que el proceso
{X,)} tiene las siquientes propiedades:

+00
(a) X, = ; a; e, ;
J=0
400
() = 3" |a;| < 4w
J=1

(c) {e,} es ruido blanco con varianza o? y E[x‘] = Bo* finito. Sean
ademas las suseciones de numeros reales d, vy L(j,n) tales que:

d
4, -=> 4+, d/n ~--> 0 y EnL(j,n)2 --> 0; siempre que n --> +©
jz_dn

Se define para cada w, = 27k/n € (0,m), el periodograma suavizado
por la férmula:

dn
¢(wkln) = . z L(jln)In(wk+j)
J=-4,

Bajo las condiciones anteriores se tienen los siguientes resul-
tados:

a) E[(¢(w,n)] --> f(w,), cuando n --> +w

d

b) [ ZnL(j,n)2 17! var(¢(w,,n)) --> f(w,), cuando n --> +ow
j=-g,

Observacién

Este resultado garantiza que bajo las hipdétises enunciadas, el
periodograma suavizado ¢(w,,n), es un estimador del espectro,
consistente y asintéticamente insesgado.
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ANEXO 3: TABLAS

Tabla N® 1. Bautizos mensuales de Cartago (1800 - 1814)

Ao N° N®de ARo N° N de Afo N° N°de ARo N° N de AR N°  N° de

obs bautizos obs bautizos obs bautizos obs bautizos obs bautizos

1800 1 22 1803 37 23 1806 73 23 1809 109 19 1812 145 35

2 21 38 25 74 26 110 12 146 18

3 38 39 24 s 22 111 34 147 21

4 26 40 25 76 32 112 43 148 14

5 25 41 31 7 29 113 42 149 57

[ 33 42 29 78 28 114 42 150 47

7 38 43 34 79 36 115 34 151 33

8 36 44 35 80 36 116 30 152 30

9 38 45 41 81 39 117 35 153 36

10 54 46 41 82 36 118 30 154 32

1" 15 47 31 83 32 119 30 155 28

12 21 48 17 84 28 120 24 156 35

1801 13 35 1804 49 34 1807 85 22 1810 121 35 1813 157 30

14 29 50 35 86 22 122 33 158 22

15 43 51 40 87 29 123 26 159 41

16 54 52 39 88 24 124 42 160 26

17 58 53 45 89 47 125 33 161 36

18 38 54 43 90 33 126 33 162 38

19 35 55 36 91 26 127 35 163 28

20 27 56 38 92 34 128 29 164 26

21 43 57 33 93 32 129 25 165 36

22 30 58 29 9% 35 130 26 166 41

23 24 59 41 95 20 131 26 167 28

24 25 60 19 96 22 132 23 168 32

1802 25 26 1805 61 29 1808 97 38 1811 133 19 1814 169 47

26 22 62 22 98 22 134 34 170 40

27 33 63 31 99 43 135 35 171 41

28 27 64 30 100 45 136 32 172 &4

29 43 65 43 101 26 137 29 173 47

30 39 66 21 102 27 138 39 174 45

31 29 67 15 103 37 139 32 175 56

32 25 68 16 104 37 140 30 176 32

33 26 69 27 105 28 141 36 177 34

34 36 70 26 106 32 142 33 178 45

35 24 7 47 107 33 143 23 179 34

36 18 72 28 108 18 144 23 180 33
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Tabla N° 2. Serie de bautizos anuales de Cartago (1770 - 1900)

Ano Bautizos Ano Bautizos Ano Bautizos Afno Bautizos
1770 274 1805 335 1840 586 1875 805
1771 358 1806 367 1841 594 1876 677
1772 266 1807 346 1842 565 1877 765
1773 260 1808 377 1843 628 1878 694
1774 292 1809 375 1844 590 1879 738
1775 332 1810 366 1845 611 1880 680
1776 316 1811 365 1846 559 1881 691
1777 339 1812 386 1847 738 1882 761
1778 391 1813 382 1848 630 1883 706
1779 364 1814 498 1849 728 1884 709
1780 370 1815 455 1850 784 1885 786
1781 364 1816 449 1851 653 1886 763
1782 296 1817 489 1852 722 1887 805
1783 451 1818 482 1853 719 1888 844
1784 378 1819 516 1854 776 1889 823
1785 381 1820 439 1855 703 1890 785
1786 346 1821 497 1856 661 1891 894
1787 429 1822 435 1857 530 1892 885
1788 397 1823 451 1858 637 1893 873
1789 382 1824 482 1859 743 1894 863
1790 436 1825 473 1860 718 1895 910
1791 399 1826 424 1861 737 1896 866
1792 421 1827 411 1862 584 1897 903
1793 408 1828 448 1863 573 1898 938
1794 411 1829 425 1864 637 1899 946
1795 440 1830 465 1865 671 1900 910
1796 423 1831 555 1866 611

1797 379 1832 534 1867 708

1798 480 1833 539 1868 657

1799 397 1834 501 1869 696

1800 367 1835 565 1870 697

1801 441 1836 569 1871 693

1802 346 1837 502 1872 700

1803 356 1838 620 1873 767

1804 432 1839 448 1874 698
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Tabla N° 3. Autocorrelaciones (AUT,) de la serle de bautizos

anuales de Cartago (ver Tabla N° 2)

t AUT AUT AUT
1 1.00 11 0.65 21 0.48
2 0.91 12 0.63 22 0.48
3 0.89 13 0.62 23 0.45
4 0.86 14 0.58 24 0.45
5 0.82 15 0.58 25 0.43
6 0.80 16 0.55 26 0.41
7 0.77 17 0.54 27 0.39
8 0.74 18 0.53 28 0.38
9 0.70 19 0.52 29 0.35
10 0.68 20 0.50 30 0.34




Tabla N° 4. Valores del periodograma ( I,g0(wW,) ) para la serie

de la tabla No.

1
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k T1g0 (W) k T1g0 (Wy) k T1go (Wy)
1 73.60 31 13.35 61 18.16
2 29.19 32 27.08 62 21.41
3 43.10 33 0.06 63 2.42
4 7.97 34 9.59 64 10.43
5 59.83 35 5.06 65 0.56
6 90.70 36 39.21 66 12.34
7 41.50 37 0.74 67 11.20
8 22.88 38 35.12 68 11.51
9 68.49 39 12.03 69 11.01
10 45.32 40 8.77 70 2.46
11 0.01 41 11.52 71 29.05
12 1.01 42 24 .59 72 36.31
13 27.21 43 10.85 73 8.64
14 5.98 44 20.55 74 14.04
15 279.99 45 42 .56 75 29.12
16 2.39 46 16.53 76 15.13
17 34.46 47 6.46 77 7.92
18 8.17 48 15.33 78 3.14
19 41.24 49 17.09 79 7.76
20 72.22 50 19.70 80 0.86
21 16.27 51 4.98 81 6.28
22 10.77 52 81.42 82 8.51
23 15.29 53 13.89 83 13.26
24 41.64 54 11.79 84 13.:35
25 6.37 55 0.18 85 1.17
26 61.37 56 0.86 86 17.57
27 11.51 57 25,05 87 1.45
28 11.96 58 45.54 88 11.92
29 14.54 59 28.08 89 3.82
30 99.46 60 16.11 90 134.49
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Se

Tabla N° 5. Espectro estimado de la serie de la tabla N° 1.
usé una ventana triangular con ancho 5.

k T1g0 (Wy) k T80 (W) k T1g0 (W)

1 60.34 31 34.19 61 17.78
2 44.72 32 24.12 62 14.66
3 37.45 33 10.21 63 9.96
4 38.85 34 11.70 64 7.89
5 51.26 35 12.62 65 6.76
6 56.17 36 19.33 66 9.16
7 53.32 37 18.66 67 10.32
8 47.18 38 19.87 68 10.42
9 42.60 39 15.212 69 11.25
10 32.98 40 14.79 70 15.04
11 20.93 41 13.80 71 20.48
12 12.10 42 16.43 72 22.31
13 41.73 43 19.66 73 20.53
14 70.64 44 23.29 74 18.78
15 102.00 45 24.35 75 18.03
16 72.20 46 20.39 76 15.18
17 49.52 47 15.86 77 10.80
18 27.83 48 14.37 78 6+31
19 37.25 49 14.75 79 5.05
20 38.96 50 22.22 80 4.70
21 30.15 51 27.57 81 6.51
22 23.25 52 34.83 82 8.76
23 19.26 53 25.92 83 10.11
24 26.70 54 16.20 84 10.56
25 27.99 55 7.20 85 8.90
26 30.38 56 1.2..26 86 9.25
27 22.45 57 21.80 87 7.59
28 27.64 58 28.87 88 20.08
29 32.40 59 27.86 89 34.39
30 43.69 60 23.08 90 49.17
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